| THEOREM OF THE DAY

Le Lemme de Cauchy—FrobeniusSoit G un groupe de permutations d’'un ensembleiinPour ge G,
notonsfix(g) le nombre d’elements de qui ne sont pas déplacés par g. Alors

1
bre d’orbites de G su® = — » fix(Q).
nombre d'orbites de G s |G|ZIX(9)

geG
Rotation aréte-aréte(1/2-tour,7/2) Identité (neutre) Rotation sommet-face t/3, 2r/3)
Nombre de symétries : 3 Nombre de symétries : 1 Nombre de symétries : 8
Arétes fixées : 2 (toutes les 2 a colorier librement) Arétes fixées : 6 (toutes a colorier libremeny) Arétes fixées : 0
Arétes déplacees : 4 (2 paires, 1 couleur libre chacune) arates déplacées : 0 Arétes déplacées : 6 (1 libre au sommet, 1 libre a la face)
Colorations fixées par symeétrie 4 2 Colorations fixées par symétrie & 2 Colorations fixées par symétrie 2 2

lllustré ci-dessus, une visualisation et applicatioriqye du lemme. Nous voulons dénombrer les colorationserdalgue des arétes d’un tétraédre régulier, en igora
les colorations qui sont identique par symétrie rotatedlen Par exemple, le tétraedre a gauche recoit uneatodo ditérente du tétraédre au centre si ses aréte
incolorées sont colorées bleue et rouge avec bleue au sbemiaut. En revanche, avec rouge au sommet en haut leaté&silsymétrique au tétraedre au centre, pe

une rotation de la face droite de ce dernier{@ sens anti horaire (la rotation illustrée pour le tétrag droite).
SoitQ I'ensemble des®2colorations. Les orbites & sous les douze symeétries rotationnelles du tétraedrgpsecisement les colorationdidirentes. Alors déterminons-

nous la valeur de fixf) pour chaque symétrig. Les résultats sontfiichés en dessus : par exemple, une rotation aréte-gitaisserait deux arétes renversées mai
toujours dans le méme emplacement, donc quelconque tiolode ces deux arétes serait fixée gakes autres arétes, par contre, sont échangées par Paiieune
paire fixée les deux arétes doivent avoir la méme coutiune de chaque paire une seule des deux arétes peut étradiht colorieés.
Enfin le nombre d'orbites est le nombre totate de coloratii®es divisé par I'ordre du groupe{B X 20+ 1x 25+ 8x2%)/12= 12,

C’est un lemme souvant attriba William Burnside (1852-1927). Son livrélebre de 189 Theory of Groups of Finite Order

a marqe peutétre sa prendgre apparition en “manuel scolaire” pourtant la formuletidre retraée jusqua Cauchy en 1845.

¢ _ = Lien externe : cristal.univ-lille.f/~jdelahaypls/ (ajoutez “2004150.pdf" a 'URL) B U ercizi-po.
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