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Le triangle 
souverain de 

Pascal



Une petite règle simplissime
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rang 1

Chaque nombre est égale à 
la somme du nombre au 

dessus à gauche et du 
nombre au dessus 

à droite
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Nous commençons avec
un 1. Supposons que 

tout autour il n’y a 
que des zéros 

0



Une structure infinie



Mais pas tout a fait 
triangulaire 

Notre structure décrit 
plutôt une parabole 



Notre thématique du jour 

Cette régle tellement simple donne 
naissance à une complexité insondable 

avec des liens dans tous les domaines 
des mathématiques et au-delà : 

physique, chimie, biologie, …    

1 00

Pourquoi ?
Parce ce que il y au moins trois manifestations 

de ladite régle dans le monde réel.   
Un défi !
De justifier tous les propriétés séduisantes du triangle par un 
raisonnement « du monde réel » (au lieu de l’algèbre, équations, …)

00

Et d’ailleurs …
De s’amuser des propriétés 

particulierement mignonne de 
mon triangle !



Le triangle de Pascal

Traité du triangle arithmétique 
de 1654 (publié à titre 

posthume 1665) 

Blaise Pascal (1623 –1662)



Yang Hui (vers 1238 – vers 1298)

Le triangle de Yang Hui



Omar Khayyám  (1048 – 1131)

Le triangle de Omar Khayyám



Le triangle de Tartaglia

Niccolò Tartaglia (v. 1499 – 1557)



Les mignoncités I
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Notre triangle est symmetrique

Lexique : les nombres du 
triangle sont appelés 

« coefficients binomiaux »

Notation : les coefficients de 
rang 𝑛 sont notés 𝐶 𝑛, 𝑘 , 
où 𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1, 𝑛.

𝐶 4,0 = 1
𝐶 6,4 = 15

𝐶 5,2 = 𝐶 5,3
𝐶 𝑛, 𝑘 = 𝐶 𝑛, 𝑛 − 𝑘



Sur sa calculatrice

𝑛𝑃𝑟 le nombre possible de listes de 𝑟 objets 
sélectionnés parmi 𝑛 objets différents. 
Formule : 𝑛𝑃𝑟 = 𝑛 × 𝑛 − 1 ×⋯

Exemple : 4𝑃3 = 4 × 3 × 2 = 24.
4 objets a,b,c,d
Listes de 3 objets

𝑛𝐶𝑟 équivalent à 𝐶(𝑛, 𝑟)
Exemple : 6𝐶4 = 𝐶 6,4 = 15

produit de 𝑟 facteurs

abc bac cab dab

abd bad cad dac

acb bca cba dba

acd bcd cbd dbc

adb bda cda dca

adc bdc cdb dcb



𝐶(𝑛, 𝑘) c’est-à-dire …

Première interpretation ‘monde réel’ des coefficients binomiaux !

Le ‘C’ représent ‘Combinaison’  ou ‘Choix’. En effet les matheux prononce 𝐶(𝑛,𝑘) 
comme ‘𝑛 choix 𝑘’ ( ou parfois ‘𝑘 parmi 𝑛’)

𝐶(𝑛,𝑘) est le nombre de choix, donné 𝑛 objets différents, pour en selectioner 𝑘.

Allez, choisissez 2 dinosaurs parmi 

les 5 suivant :
Donc

𝐶 5,2 = 10



Symétrie du triangle I 

𝐶 𝑛, 𝑘 = 𝐶 𝑛, 𝑛 − 𝑘

𝑛 objets

Choix de 𝑘

Choix de 𝑛 − 𝑘

Chaque choix de 𝑘
objets parmi 𝑛

correspond à un 
choix unique des 
𝑛 − 𝑘 objets qui 

restent



Symétrie du triangle II 

Poursuivant notre choix de 2 dinosaurs …

𝐶 5,2 = 10

𝐶 5,2 = 𝐶 5,3

Choix de 2 … … fait un choix des 3 qui restent :



La régle de Pascal

𝐶 𝑛, 𝑘 = 𝐶 𝑛 − 1, 𝑘 − 1 + 𝐶(𝑛 − 1, 𝑘)

Choix de 𝑘 − 1 parmi 𝑛 − 1

On peut décider, en 
premier lieu, de choisir 
ou de ne pas choisir, le 
premier des 𝑛 objets. 
Restent 𝑛 − 1 objets 
pour les choix qui 
restent.  

𝐶(0,0)

𝐶(1,0) 𝐶(1,1)

𝐶(2,1)𝐶(2,0) 𝐶(2,2)

𝐶(3,1)𝐶(3,0) 𝐶(3,2) 𝐶(3,3)

0

1

2

3



✓

𝑛 objets

Choix de 𝑘 parmi 𝑛 − 1



Les mignoncités II
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Les coefficients de chaque rang 
s’additionne à une puissance de 2

1 = 1
1 + 1 = 2

1 + 2 + 1 = 4
1 + 3 + 3 + 1 = 8

1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16
1 + 5 + 10 + 10 + 5 + 1 = 32

𝐶 𝑛, 0 + 𝐶 𝑛, 1 +⋯+ 𝐶 𝑛, 𝑛 = 2𝑛

0

1

2

3

4

5

6



Raisonnement combinatoire

On vient de justifier deux propriétés du triangle Pascal par un 
raisonnement « du monde réel » (au lieu de à l’algèbre, équations, …)

𝐶 𝑛, 𝑘 = 𝐶 𝑛, 𝑛 − 𝑘

𝐶 𝑛, 𝑘 = 𝐶 𝑛 − 1, 𝑘 − 1 + 𝐶(𝑛 − 1, 𝑘)

Symétrie du triangle

Régle de Pascal

On parle du raisonnement, et des preuves, ‘combinatoire’ en 
contradiction au raisonnement algébrique. Souvent un tel 
raisonnement apporte une compréhension plus profonde. Parfois, 
l’algèbre fait des demonstrations « comme par baguette magique » : 
ça s’impressionne mais ça ne s’explique rien !



Michael Atiyah (1929 – 2019)

Le pacte faustien de l’algèbre

L’algèbre, par rapport à la géométrie, représente ce qu’on 
peut appeler un ‘pacte faustien’. 

L’algèbre est l’offre fait par le diable au mathématicien.

Le diable dit « Je vous donne cette machine toute-
puissante. Elle résoudra quelle question que ce soit. Il vous
faudra juste de me rendre votre âme : renoncez la 
géométrie et vous 
recevrez cette 
merveilleuse 
machine !

Le danger pour l’âme s’en retrouve ! Car, 
en passant dans le calcul algébrique, en 
effet vous arrêtez de penser ; vous arrêtez 
de réfléchir géométriquement, vous 
arrêtez de réfléchir sur la signification.    



Algèbre vs combinatoire

Revisitons la Régle de Pascal :
𝐶 𝑛, 𝑘

=
𝐶 𝑛 − 1, 𝑘 − 1

+
𝐶(𝑛 − 1, 𝑘)

𝐶(𝑛 − 1, 𝑘 − 1) 𝐶(𝑛 − 1, 𝑘)

𝐶(𝑛, 𝑘)

Preuve combinatoire

Preuve algébrique 

𝐶 𝑛, 𝑘 =
𝑛 × (𝑛 − 1) × ⋯× (𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑘 × (𝑘 − 1) ×⋯× 2 × 1
=

prendre 𝑘 objets un par un

nombre de leurs réarrangements

𝐶 𝑛 − 1, 𝑘 − 1 =
(𝑛 − 1) × (𝑛 − 2) × ⋯× (𝑛 − 𝑘 + 1)

(𝑘 − 1) × (𝑘 − 2) ×⋯× 2 × 1
=
(𝑛 − 𝑘)

𝑛
× 𝐶(𝑛, 𝑘)

𝐶 𝑛 − 1, 𝑘 =
(𝑛 − 1) × (𝑛 − 2) × ⋯× (𝑛 − 𝑘)

𝑘 × (𝑘 − 1) × ⋯× 2 × 1
=
𝑘

𝑛
× 𝐶(𝑛, 𝑘)

𝐶 𝑛 − 1, 𝑘 − 1 + 𝐶(𝑛 − 1, 𝑘) =
(𝑛−𝑘)

𝑛
× 𝐶(𝑛, 𝑘)+

𝑘

𝑛
× 𝐶 𝑛, 𝑘 = 𝐶(𝑛, 𝑘)

Bravo hé hé !



Oh là là ! Quelle 
moisson m’attend !

Une parenthèse : 
l’algèbre du 21e siècle 



Une âme bon marché ! 



Voire très bon marché ! 
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Les coefficients de chaque rang s’additionne à une puissance de 2

𝐶 𝑛, 0 + 𝐶 𝑛, 1 +⋯+ 𝐶 𝑛, 𝑛 = 2𝑛

L’algèbre fait preuve…

𝐶 𝑛, 𝑘 = 𝐶 𝑛 − 1, 𝑘 − 1 + 𝐶(𝑛 − 1, 𝑘)

La régle de Pascal confirme
que chaque nombre du
rang 𝑛 contribue 2 fois

au rang 𝑛 + 1 à part les 1s à chaque extremité. Mais en totale il y en a quatre 1s 
qui figurent dans la sommation du rang 𝑛 + 1. Donc la sommation du rang 𝑛 + 1

est bien deux fois celle du rang 𝑛. Reste à vérifier que les premiers rangs obéissent 
la théorème…  



… mais la combinatoire 
fait explication !
Le rang 𝑛 du triangle affiche 𝑛 + 1 choix : 

𝐶 𝑛, 0 𝐶 𝑛, 1 … 𝐶 𝑛, 𝑛 − 1 𝐶(𝑛, 𝑛)

𝑛 choix 0   𝑛 choix 1  …  𝑛 choix 𝑛 − 1 𝑛 choix 𝑛

Donc, globalement, c’est décidé, pour chaque des 𝑛 objets, si c’est choisi ou non.

𝑛 choix 0

𝑛 choix 1

𝑛 choix 𝑛

⋮

𝑛 choix 2

⋮

⋮

Alors, on a deux états pour objet 1: choisi ou non, et pour les deux on a

deux états pour objet 2: choisi ou non, et pour les deux on a 

deux états pour objet 𝑛 : choisi ou non.

⋮

2 ×
2 ×

⋮

2
= 𝟐𝒏



Encore, 𝐶(𝑛, 𝑘) c’est-à-dire …

Deuxième interpretation ‘monde réel’ des coefficients binomiaux !

Commençons au sommet de cette triangle. Descendons en prenant des pas à droite ou à 
gauche

Combien de chemins y-a-t’il pour arriver à chaque cercle du dernier rang ?



Essayez-le !

Combien de chemins y-a-t’il pour arriver à chaque cercle du rang 3 ?

rang 0

rang 1

rang 2

rang 3

rang 4

rang 5



La régle de Pascal de 
nouveau !

Donc :

Et par symétrie 

On constate que ces ‘3’ au rang 3 sont le résultat de un chemin qui se termine au dessus à 
gauche et de deux chemins que se terminent au dessus à droite !  



Donc ‘C’ pour ‘chemins’ !

La symétrie 𝐶 𝑛, 𝑘 = 𝐶 𝑛, 𝑛 − 𝑘 vient de soi. 

La sommation des rangs égale à 2𝑛 c’est pareille, ou presque : chaque chemin qui 
arrive en rang 𝑛 est le résultat de 𝑛 décisions : descente à gauche ou descente à 
droite. Donc il y a 2 × 2 ×⋯× 2 = 2𝑛 chemins en totatle qui arrive en rang 𝑛.

𝐶 4,2 = 𝐶 3,1 + 𝐶 3,2



gén

0 X

1 X

2 X X

3 X X X

4 X X X X X

5 X X X X X X X X

Petit rappel : les lapins de 
Fibonacci
1er janvier, on vous présente  une paire de lapins nouveau nés, un male et une 
femelle.

Elle va faire une portée d’une paire tout à fait pareille tous les deux mois.

Combien de lapins aura-t-on fin décembre ?

Paires de lapins

𝐹0 = 1

𝐹1 = 𝐹0 = 1

𝐹2 = 𝐹1 + 𝐹0

𝐹3 = 𝐹2 + 𝐹1

𝐹4 = 𝐹3 + 𝐹2

𝐹5 = 𝐹4 + 𝐹3

En mois 𝑛 nous aurons 𝐹𝑛
paires de lapins : les paires 
existantes en mois 𝑛 − 1 plus 
une paire de plus pour toute 
paire existante en mois 𝑛 − 2.
La valeur de 𝐹𝑛 est égale à la 
somme de 𝐹𝑛−1 et de 𝐹𝑛−2.

j f m a m j j a s o n d

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144



Les mignoncités III
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La suite de Fibonacci apparaît comme des 
sommes diagonales du triangle de Pascal

𝐶(0,0) = 1
C(1,0) = 1

𝐶 2,0 + 𝐶 1,1 = 2
𝐶(3,0) + 𝐶(2,1) = 3

𝐶(4,0) + 𝐶(3,1) + 𝐶(2,2) = 5
𝐶(5,0) + 𝐶(4,1) + 𝐶(3,2) = 8

𝐹𝑛 = 𝐶 𝑛, 0 + 𝐶 𝑛 − 1,1 + 𝐶 𝑛 − 2,2 + ⋯

0

1

2

3

4

5

6

1
1

2
3

5
8
13
21

34
55

89

Τ𝑛 2 + 1 termes (arrondis à l’entier inférieur)Mais quel rapport entre les 
combinaisons et les lapins ?



gén

0 1

1 1

2 11 2

3 111 12 21

4 1111 112 121 211 22

5 11111 1112 1121 1211 122 2111 212 221

gén

0 X

1 X

2 X X

3 X X X

4 X X X X X

5 X X X X X X X X

Paires de lapins

Suites de 1 et 2

Un ADN pour les lapins !

A chaque paire de lapins il corresponde une 
suite de 1 et de 2 qui trace sa ‘lignée’. 

En passant d’une génération à la suivante, une 
paire ajoute un 1 à la fin de sa suite. 

Une suite qui se termine avec deux 1s, produit 
une nouvelle suite en remplacement les deux 
1s par un 2. 

La somme des chiffres d’une suite signale sa
génération. 

Inversement, chaque suite de 1 et de 2 
corresponde à une paire unique de lapins.



Une preuve combinatoire 
de Pascal–Fibonacci

Alors, chaque paire de lapins de génération 𝑛 corresponde à une suite de 1 et de 2 
dont les chiffres additionnent à 𝑛, et inversement.

Donc 𝐹𝑛 est égale à le nombre de suites de 1 et de 2 dont les chiffres additionnent 
à 𝑛. Combien des telles suites existe-t-il ?

Exemple : On va créer une suite dont la somme des chiffres est égale à 5. 

Combien de chiffres il y en aura ? Ça dépend le nombre de 1s.

S’il y a cinq 1s il y aura zéro 2s qui doivent choisir entre 𝐶 𝟓, 𝟎 = 1 emplacements
1 1 1 1 1

S’il y a quatre 1s il y aura un 2 qui doit choisir entre 𝐶 𝟒, 𝟏 = 4 emplacements
2 1 1 1     1 2 1 1     1 1 2 1     1 1 1 2

S’il y a trois 1s il y aura deux 2s qui doivent choisir entre 𝐶 𝟑, 𝟐 = 3 emplacements
2 2 1       2 1 2       1 2 2

Et c’est fini, parce que le nombre de 2s est au maximum 5⁄2 (arrondis à l’entier 
inférieur).

Et voilà : 
𝐹𝑛 = 𝐶 𝑛, 0 + 𝐶 𝑛 − 1,1 + 𝐶 𝑛 − 2,2 + ⋯

Τ𝑛 2 + 1 termes (arrondis à l’entier inférieur)



Troisième interpretation ‘monde réel’ des coefficients binomiaux ! (Étroitement 
liée à la deuxième interpretation en effet). 

Même triangle de cercles. On laisse tomber une bille sur la premier cercle. Elle 
descende en rebondissant des cercles en dessous

Ayant lâché plusieurs billes, combien 

sont terminées en chaque position 
du dernier rang ?

Et encore, pour une dernière 
fois, 𝐶(𝑛, 𝑘) c’est-à-dire …



Prenez une pièce de monnaie et la lancez en notant le résultat pile ou face. 
Repetez cinq fois. A la fin, guardez le nombre total de faces (0 jusqu’à 5).  

Vous pouvez refaire autant de fois que vous en voulez pour en avoir plusieurs
totals.

On va rassembler tous le totals pour les afficher en dessous de dernier rang du 
triangle ci-dessous.   

A vous de jouer !

Vous n’avez pas de pièce ? Servez 
vous du site pileouface.org ! 



Et les resultats !

Regardons les pourcentages des 
billes en chaque position

0 1 2 3 4 5

37

999

165

999

315

999

289

999

166

999

27

999

4% 17% 32% 29% 17% 3%

www.mathsisfun.com/data/quincunx.html



Donc, on peut dire que 
𝐶 𝑛, 𝑘 est égale à la 

probabilité qu’une bille 
finit en position 𝑘

multiplié par 2𝑛

Et si on jouait … pour 
une éternité ?

0 1 2 3 4 5

𝐶(5,0)

25
𝐶(5,1)

25
𝐶(5,2)

25
𝐶(5,3)

25
𝐶(5,4)

25
𝐶(5,5)

25

3% 16% 31% 31% 16% 3%



Pour déterminer la valuer 𝐶 𝑛, 𝑘 on joue avec 
la Planche de Galton jusqu’à la fin du monde 
pour enfin multiplié par 2𝑛 la proportion des 
billes qui se sont remassés en position 𝑘.

Autrement dit …

Exemple : quelle courbe ?
Ca se determine de manière 
approximative en utilisant la 
version aléatoire de 𝐶(𝑛, 𝑘) :

𝐶(𝑛, 𝑘) ≈
2𝑛+1

2𝑛𝜋
𝑒
−(2𝑘−𝑛)2

2𝑛

Pas trop practique peut-être ?

Mais ça fait entrer le triangle de Pascal completement dans le monde réel ou tout 
et de l’aléatoire et de l’approximatif. 



Loi normale approximation à la distribution binomiale

Plots de 𝐶(𝑛, 𝑘)/2𝑛 pour n= 
5,10,15,20  

𝐶(𝑛, 𝑘)/2𝑛 pour n= 50, tracé contre

2

𝑛𝜏
𝑒
−(2𝑥−𝑛)2

2𝑛 (courbe bleue) 



Les mignoncités IV
1

1 1
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Théorème de l'étoile de David

𝐶 𝑛 − 1, 𝑘 − 1 × 𝐶 𝑛, 𝑘 + 1 × 𝐶 𝑛 + 1, 𝑘
= 𝐶 𝑛 − 1, 𝑘 × 𝐶 𝑛, 𝑘 − 1 × 𝐶 𝑛 + 1, 𝑘 + 1

Défi : trouver une démonstration combinatoire du théorème 
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