| THEOREM OF THE DAY Q|

Le Theoreme d’Ore en Theorie des GraphesSoit G un graphe (simple et connexe) ayarst n som-
mets. Si pour tout couple de sommets non-adjacents la somieeard degrés est n, alors G possede @

un cycle hamiltonien. e graphe montré a gauchena= 9 sommets, avec les sommets 1, 2 et 3 ayant degré (nombétedancidents) égale a 4
1 P alors que tous les autres sommets ont degré 5. Chaque abeigl@mmets non-adjacents a une somme de degrés égale
(e.g. sommets 3, 4) ou 10 (e.g. sommets 4, 5). L'hypothéeskahreme est alors vérifiée et il existe un cycle hamiéo (une
séquence fermée d’arétes telle que chaque sommet yadpgeaactement une fois).
Une démonstration élégante, di a J.A. Bondy, se ttaguilgorithme qui trouve
)L un cycle hamiltonien: prenons d’aboid,, le graphe complet @ sommets, et
représenton& comme sous-graphe en colourant en bleu un sous-ensembés de
arétes, et en rouge les autres arétes, comme le montrexede dessin. OK, a
. évidemment un cycle hamiltonien: dans notre dessin nous@t choisir le cycle
‘exterieur’. Sitoutes ses arétes sont bleues c’est té&rnifais dans notre cas, ily a
| trois arétes rouges,.-. Soit xx* la premiére aréte rouge sur notre
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------------ cycle hamiltonien. SoieniN(x) et N(x*)
les voisinages de, respectivement,et x*
dansG, et soit N*(X) 'ensemble des suc-
cesseurs immédiats des sommetdNge) sur
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Dans notre exemple (deuxieme dessin) n
avonsxx® = 34, avecN(3) = {1,2,6,7},
N@4) = {2,6,7,8,9} et N*(3) = {2,3,7,8}.
Notons queN(x*) N N*(x) # 0. Cela doit
étre le cas! Car supposons gNé<t) n’inclut aucun des sommets ¢& (x). Alors,
IN(X) < n=1—IN"(X)| = n—1-IN(X)I.

Mais ceci impligue qugN(x)| + IN(x*)] < n en contradiction avec I'hypothese du
théoréme. Or, supposons ques N(X) est suivi pary* € N(x*) N N*(X). Alors, xx*
et yy" sont des arétes du cycle hamiltonien dont au moins une dewowuge, alors
quexy et x'y* sont des cordes du cycle, toutes les deux colorées blewsss IB graphe ci-dessus, nous prendrighs: 2 €
N(4) N N*(3) = {2,7, 8}, et le cadre pointillé cloturgxt = 34, yy" = 12 xy = 31 etx'y" = 42.
Et nous pouvons maintenant augmenter le nombre d’arégeedlsur notre cycle hamiltonien: remplacoms et yy* par xy et :
Le resultat pour notre exemple est montré ci-dessus tedteinouveau cycle hamiltonien a été retenu comme cytégieur en ‘retournant’
le K, par rapport de I'aréte 23). Une nouvelle aréte rouge diecy®, est alors choisi. Le méme processus comme avasbtasavec I'aréte 54 qui est, fortuitement, |
seule aréte rouge du cycle qui reste. Alors, lechangeteliGui sensuit enleve les deux arétes rouges du cyctedipansi le cycle hamiltonien recherch (a I'extréma
droite). Qystein Ore a pubd ce resultat classique dans une note d’une page en 1960neraligant un tkoeme de Gabriel Dirac

de 1952:hamiltonicité d’'un graphe a n sommets est garantie par agrd minimum d’au moins deg/2 (notons que cette

hypottese plus forte n’est pas vedfpour le graphe de notre exemﬁle). Uademe surprenant et influent de Adrian Bondy

(1971) a renfore a son tour la conclusion d’Oresauf pour les graphes bipartis complets et reguliers, magesment hamil-

tonicité mais méme pancyclicité (un cycle de chaquedanyg 3) est impliquéeCe g'on peut verifier pour notre exemple.

Lien externe: www.gymomath.chavmathpolycopigth_graphe6.pdf BN meciasas.

- _ ‘ Alire : Ala déecouverte des graphes et des algorithmes de gramareGhristian Laforest, EDP Sciences, 2017.
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