| THEOREM OF THE DAY

Le theoreme de Cauchy sur les groupeSi I'ordre d’un groupe fini G est divisible par un nombre
premier p alors G contient un element d’ordre p.
g, = (8 x8x ...

SE

La table de multiplication a droite décrit
un groupe d’'ordre 10 : il y a dix éléements
dont chacun stiiche une foisdanschaque e | ¢ | ¢ | r | d | j | a | w | s | kK | i
ligne et dans chaque colonne ; un des dix;

I'elément e, (dit neutre) laisse inchangé ¢ | ¢ | ¢ | J | k| r | i | s |w | d | a 83
tous les autres éléments pour la multiplica- ] .

tion ; et la multiplication estssociative "~ | Z | * | ¢ [ S| e[| 4P|k

(;’est a dire, par exemplet & r)y xw = | .| . | & 2 R P

| X w=es’accord avet x (r x w) = t’=e. gpf]_

A noter, dailleurs, quet estun éléement ;| j | s | ¢ | w | i | r | e | k| ald

d’ordre 2 ¢* = €) : le theoréme de Cauchy

affirme qu’un tel eléement doit éxisterparcea | @ | d | w | | kK | e | r | i [ j | s g

que 2 divise 10. Il est moins facile de con- P2

firmer que I'equation® = eadmetaussi ® | ¥ | Z | @ | P e | K |a ]| |J

une solution. Pourtant, ily en a cing (y com- _

. . .. s J i a t d k e W r
pris la solution trivialex = €) alors on peut
tenter sa chance : cestpileouface! Oug | k | i |d | r | s | w | a | j| e]| ¢ .

. . ” - : X g.X ... X xg =1
bien on reconnait le groupe diédmal, et 81% 8 gpfl gp
ainsi on connait déja la bonne réporise. i\i|k|s|e|d |t ]| j|la]|]r]|w

*Aussi on peut reconstituer la table de multiplication difiss deDjp en
Démonstration du theoreme. constatant que la liste des éléments du groupe est unesamang du nom d’un scientifique célebre.
Notons 1 I'élément neutre d’'un groupe fini quelcon@ud’ordren. Si p divisen alors le nombre de solutions d& = 1 doit &tre un multiple positif de. Pour le voir,
prenons I'ensembl¥X, de tous les listes ordonnes gé&léments d& qui vérifient : 910 - - - 9p-19p = 1. Nous pouvons choisir n'importe quelles valeurgyde. ., gp-1,
ensuiteg, est déterminé (voir le dessin ci-dessus a droite). Algs= nP~1. Or pour certaines listes d&, tous lesg, sont identiques. Celles-ci correspondent aux
solutions dexP? = 1. Supposons qu’il y & telles listes. Chaque autre liste possede deux pregrie(l) il s'agit d’'un élément dierent dX, pour chaque décalage
circulaire, parce que est premier, de sorte qu’ystgone ayant des sommets non identiques n’a pas de symetri@3 la valeur du produit reste égale a 1 pour tout
décalage circulaire de ses éléments, parcegyygeut étre r(’aécriglgf1 ---gy'g;t et 'annulation de tous les éléments aura lieu quelquelsgioint de départ de la
multiplication (voir le dessin). Alors le nombre, notoBsde listes deX, qui ne sont pas solutionsd = 1 est un multiple dg. Or A+ B = n*! et puisqueB etn sont
tous les deux divisibles pam, c’est le cas pouA aussi. MaisA n’est pas égale a zero, puisque 1 est une solutiof® éel, doncA est un multiple positif dep.
Tout élement d’ordrep engendre un sous-groupe d’orgredonc le tleoeme de Lagrangeffamant que I'ordre d’'un groupe
doit étre divisible par I'ordre de chacun de ses sous-groupesydrici une eciprocie partielle, largement renfaEcpar
les treoemes élebres de Sylow de 1872. Cauchyé&@mbnté son tleoeme (dfirmé independamment mais sans preuve par
Evariste Galois) dans son ceuvre fondamentale de 184&mn'dite sur les arrangements que I'on peut former avec desdet
donrees’. La @monstration écrite ci-dessus est daeJames H. McKay, 1959. I N merciars. EC.
Lien externe : bergeron.math.ugam/caurs-Zmat-2250-theorie-des-groupes-2
- _ ‘ A lire : Eléments de théorie des groupeer Josette Calais, PUF, 2014. Created by Robin WhittyfQNWW_theoremoftheday_or
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