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C’est quoi votre problème ?

Vous me donnez un nombre entier 

6

A moi de trouvez un triangle rectangle aux 
cotés rationnels dont l’aire est cet nombre 
entier 

4

3

5
1

2
× 𝐿 × 𝐻 =

1

2
× 3 ×4 = 6

C’est bon !



C’est quoi encore ‘rationnel’ ?

Un nombre rationnel est un 
nombre qui peut être écrit en une 
fraction de deux nombres entiers 5

Cherchez: un triangle 
rectangle dont les cotés 
sont rationnels et dont 
l’aire est égale à 5 1

2
× 𝐿 × 𝐻 =

1

2
×

3

2
×

20

3
= 5

C’est bon !
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157

1

2
× 𝐿 × 𝐻 ≈

1

2
× 18,985 ×

16,539 =
156,99

C’est bon !

Alors, ça  peut se révèle un peu compliqué …

411340519227716149383203
21666555693714761309610

≈ 18.985

6803298487826435051217540

411340519227716149383203

≈ 16.534



Mais dit donc ! 
J’en ai éliminé 
plein nombres 
entiers 

1

4

9

En effet, si 𝐴 soit l’aire d’un triangle 
rectangle, alors 𝐴 × 𝑛2 doit en être aussi 𝐴

𝑥

𝑦
𝐴𝑛2

𝑥 × 𝑛

𝑦 × 𝑛

Pierre de Fermat

Image par Benoît Leturcq merci à 

fermat-science.com

Compliqué … par fois 
impossible !



Donc on a : le « problème 
des nombres congruents »

Un nombre entier positif est un nombre congruent si et seulement 
si il est l’aire d’un quelconque triangle rectangle rationnel. 

Le problème est de déterminer quels nombres entiers sont 
congruents ???

oeis.org



Ces nombres congruents 
c’est un truc de Pythagore 
non ?

Non !

Au moins, de Héron ?

Non plus !

Alors, de Euclide ?

Pas moi !



C’est qui encore Héron ?

Un triangle est appelé triangle de Héron si 
chacune des longueurs de ses côtés ainsi 
que son aire sont exprimés en nombres 
rationnels.

Formule de Héron : l’aire d’un triangle de côtés 
𝑎, 𝑏, 𝑐 et périmètre 𝑝 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 est égale à :

1

4
𝑝 × (𝑝 − 2𝑎) × (𝑝 − 2𝑏) × (𝑝 − 2𝑐)

E.g. : l’aire d’un triangle équilatéral de 
côté 𝑎 est égale a :

3

4
𝑎2

(D’où le fait qu’aucun triangle de Héron peut être équilatéral).  



𝑎 = 𝑚2 − 𝑛2

𝑏 = 2𝑚𝑛
𝑐 = 𝑚2 + 𝑛2

où m, n sont des entiers positifs satisfaisant

𝑚 > 𝑛 et pgcd 𝑚, 𝑛 = 1

E.g. (m,n) = (7,6) donne (a,b,c) = (13, 84, 85), 
avec aire 546.

Petite exercice: trouver m,n donnant triangle rectangle  (3, 4, 5).

Les triplets pythagoriciens

Tout triangle rectangle rationnel de côtés 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 est Héron 

puisque son aire est égale à  
1

2
𝑎𝑏

Les triangles rectangles ont était construit par Euclide. 
Leurs côtés 𝑎, 𝑏, 𝑐 sont proportionnels à



(Pour en savoir plus : 
www.theoremoftheday.org)



Construction des triangles 
de Héron 

𝑎 = 𝑛(𝑚2 + 𝑘2)
𝑏 = 𝑚 𝑛2 + 𝑘2

𝑐 = (𝑚 + 𝑛)(𝑚𝑛 − 𝑘2)

où m, n et k sont des entiers positifs satisfaisant
𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1, 𝑚𝑛 > 𝑘2 ≥ 1,

et pgcd 𝑚, 𝑛, 𝑘 = 1

E.g. (m,n,k) = (7,6,5) donnent

(a,b,c) = (444, 427, 221) 

dont l’aire est de 46410.

Les triangles de Héron sont précisément ceux dont les 
côtés sont proportionnels à



46410546

Congruent: aire de (13, 84, 85) 
Pas congruent: aucun triangle 
rectangle rationnel a cette aire

Alors, où sommes nous …

Rappel : un nombre entier positif est congruent s’il est l’aire d’un 
triangle rectangle rationnel quelconque

Mais comment s’assurer que 46410 n’est pas un nombre congruent ? 
On cherche un moyen pratique de déterminer si ou non un nombre 
donné est congruent



“The congruent number 

problem, the written history of 

which can be traced back at 

least a millennium, is the oldest 

unsolved major problem in 

number theory, and perhaps in 

the whole of mathematics.” 

John H. Coates

Et c’est bien le plus ancien 
problème mathématique 
non résolu ?

Le problème des nombres 
congruents, duquel 
l’histoire écrite se remonte 
d’au moins un millénaire est 
le plus ancien problème 
non résolu de la théorie des 
nombres, et peut-être des 
mathématiques entières  

Donc on parle de le 10e ou 
le 11e siècle. Ce qui veut 
dire les mathématiques 
arabes.



De la Grèce à l’Iran …
… et de la géométrie à 
l’arithmétique ! Comme tout problème profond en mathématique, les 

nombres congruent se manifeste dans des guises très 
différentes les unes des autres.   

( Τ31 6)2, ( Τ41 6)2, ( Τ49 6)2

546
! ?

1

2

34
56

… et aux 
frontières  des 

maths de le 20e

siècle !



En route donc, pour la 
Perse de le 10e siècle !

(Pas aussi facile que ça !)

Leonard Eugene Dickson (1874 – 1954)



Chaïkh Aboû Dja’far
Mohammed Ben Alhoçaïn



Aboû Dja’far Mohammed Ben 
Alhoçaïn

alias Abu Jafar al-Khazin mathshistory.st-andrews.ac.uk

A étudié lui aussi les nombres congruents



Mathématiques de Abu 
Jafar al-Khazin

Son résultat principal est de
… montrer, pour un nombre [entier positif] donné , comment trouver un 
nombre carré tel que l’addition et la soustraction du nombre donné 
produisent de nouveau un nombre carré.

En notation moderne le problème est, donné un nombre entier positif 
𝑎, trouver nombres entiers positifs 𝑥, 𝑦, 𝑧 tel que 𝑥2 + 𝑎 = 𝑦2 and 
𝑥2 − 𝑎 = 𝑧2. Al-Khazin démonte que l’existence de 𝑥, 𝑦, 𝑧 avec de tel 
propriétés est équivalent à l’existence des nombres entiers positifs  
𝑢, 𝑣 avec 𝑎 = 2𝑢𝑣 et 𝑢2 + 𝑣2 un nombre carré.

mathshistory.st-andrews.ac.uk



hist-math.fr/users/Histoires/Arithmetique/fibonacci.pdf

Depuis la Perse en Europe 

Al-Kharaji



La génie de Fibonacci

Liber abaci, Son œuvre le plus 
connu, de 1202: l'un des 
premiers ouvrages d'Europe 
occidentale chrétienne à 
vulgariser les chiffres arabes, 
ainsi que la fameuse suite 
1,1,2,3,5,8, …Leonardo Pisano Fibonacci (1170 – 1250)

Liber quadratorum, (Livre des 
carrés) son chef d’œuvre, de 
1225: consacrée aux 
équations de degré 2 (avec 
des puissances de 2)

ambrosiana.comperio.it/biblioteca-digitale/



Les « congrua » de Fibonacci

Proposition XIII. « Pour trouver un nombre 
[entier positif] tel que son addition et sa 
soustraction d’un nombre carré produisent 
de nouveau un nombre carré. » 

La solution de Leonardo … est le meilleur 
passage de raisonnement en théorie des 
nombres … avant l’époque de Fermat.



D’ou « congruent »

Alors, le mot « congruent » est dérivé 
de l’emploi de Fibonacci du terme 
«congruum » pour connoter le raison 
d’un suite arithmétique de trois carrés 
entiers. (Congruum du latin congruere qui veut dire «congréger») 

Suite arithmétique : une suite de trois nombres entiers ou plus, chacun étant la 
même distance du précèdent,  cette distance étant appelé la raison de la suite.

1, 2, 3, … Raison 1

5, 12,19,26, … Raison 7

5, 11,17,23, 29 Raison 6

1, 25, 49 Raison 24 = 6 × 22

312, 412, 492 Raison 720 = 5 × 122

(D’ailleurs Pierre de Fermat a démonté en 1640 qu’aucune suite arithmétique de 
quatre nombres carré peut exister)



Et maintenant, 
à s’émerveiller ! 

Une suite arithmétique de carrés entiers 𝑢2, 𝑣2, 𝑤2, ayant raison 
𝐴 × 𝑛2, corresponde à un triangle rectangle de côtés rationnel 
𝑎, 𝑏, 𝑐 dont l’aire est 𝐴. 

Plus précisément : 𝑢, 𝑣, 𝑤 ⟶ triangle
𝑤−𝑢

𝑛
,
𝑤+𝑢

𝑛
,
2𝑣

𝑛
.

Inversement: un triangle rectangle de côtés rationnel 𝑎, 𝑏, 𝑐 dont 
l’aire est 𝑐 corresponde à un congruum en multipliant par un carré 
approprié 

Plus précisément : (𝑎, 𝑏, 𝑐) ⟶ congruum
𝑏−𝑎

2

2
,

𝑐

2

2
,
𝑏+𝑎

2

2
× 𝑛2. 

E.g. 1,25,49 , raison 24 = 6 × 22 ⟶ triangle
7−1

2
,
7+1

2
,
2×5

2
= (3, 4, 5), avec l’aire 6.

3, 4, 5 , aire 6 ⟶ congruum
4−3

2

2
,
5

2

2
,
4+3

2

2
× 22 = (1, 25, 49)



5 le premier nombre
congruent

Or 312, 412, 492 est une suite arithmétique avec raison 5 × 122 = 720 .

Donc 5 est congruent : il est l’aire d’un triangle rectangle rationnel. Et ce 
triangle est trouvé ainsi :

49 − 31

12
,
49 + 31

12
,
2 × 41

12
=

3

2
,
20

3
,
41

6

Les nombres congruent 5 et 6 sont déjà connu aux mathématiciens 
arabes du 10e siècle.

Fibonnaci a pu ajouter 7 en trouvant la suite arithmétique

1132, 3372, 4632

dont la raison est de 7 × 1202 = 100800.

Pierre de Fermat démontrera en 1640 que 1, 2 et 3 ne peuvent pas 
être congruent ni, de suite, 4, 9, 16, …



Et si on a tous les congrua ?

En effet, Fibonnaci a trouvé un moyen de construire 
systématiquement tous les congrua, c’est-à-dire, tous les suites 
arithmétiques de trois nombres entiers carrés. 

En conséquence, donné un nombre entier positif on peut déterminer 
si ou non c’est la raison d’une telle suite.

Or, tout congruum corresponde à un nombre congruent et vice versa. 
N’était-t-il donc pas possible de identifier également 
systématiquement tous les nombres congruent ?

Hélas non, à cause de ce fâcheux carré qui s’affiche dans la raison de 
la suite arithmétique

E.g. 13 c’est le prochain nombre congruent grâce au fait qu’il y a un 
suite arithmétique avec raison 13 × 193802 = 4882597200. Mais 
comment savoir cherchez 13 dans une telle botte de foin !?
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Et néanmoins …

Mille milliards de 
nombres congruents !!!



3

1

2

3
4

5
6

𝑎, 𝑏, 𝑐 ⟺
𝑛

𝑏
𝑎 + 𝑐 ,

2𝑛2

𝑏2
𝑎 + 𝑐

Points rationnel sur la courbe
𝑦2 = 𝑥3 − 𝑛2𝑥, avec 𝑛 = 5.

Mille milliards de nombres 
congruents alors ?

Nombres congruents et courbes elliptiques
Pour les triangles de Héron il y a de nouveau une correspondance 
étonnante, cette fois avec certaines équations de degré (puissance) 3.   

Ci-dessous, notre triangle rectangle de aire 5 se retrouve (avec des 
copains!) en forme de point rationnel sur une courbe elliptique.   
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Arithmétique façon 20e siècle  

Une nouvelle conception de l’addition se propose sur les courbes
𝑦2 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥 + 𝑐

celles qu’on appelle les courbes elliptiques. Et les points rationnel 
y jouent une rôle très particulier !



Rang d’une courbe elliptique  

On « additionne » à maintes reprises un point rationnel à soi-même. 
Soit on se retrouve au point du départ après n étapes …   

… soit on n’y se retourne pas.
Or, un nombre congruent corresponde
à un infini de points rationnels. Il faut alors
que notre courbe possède des points comme ces derniers. 



Birch et Swinnerton-Dyer et 
Jerrold Bates Tunnell

Peter Swinnerton-Dyer (1927 – 2018)

Bryan John Birch (1927 – 2018)

Jerrold Bates Tunnell
(1950 – 2022)

Un nombre 𝑛 est congruent si et seulement si la courbe elliptique 
𝑦2 = 𝑥3 − 𝑛2𝑥 possède un infini de points rationnel.
Mais personne ne sait comment identifier de tels courbes, au moins 
que…

… la fameuse conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est
vraie !



1 n’est pas congruent car 2𝑥2 + 𝑦2 + 8𝑧2 = 1 et 2𝑥2+𝑦2 + 32𝑧2 = 1
ont tous les deux seulement une solution entire, c’est-à-dire (0, ±1,0). 

157 est congruent (selon BSD) car 2𝑥2 + 𝑦2 + 8𝑧2 = 157 possède deux 
fois le nombre de solutions de 2𝑥2+𝑦2 + 32𝑧2 = 157 : c’est zero dans 
les deux cas ! 

26 n’est pas congruent car  8𝑥2 + 2𝑦2 + 16𝑧2 = 26 a 12 solutions 
±1,±1, ±1 , (±1, ±3,0) tandis que  8𝑥2 + 2𝑦2 + 64𝑧2 = 26 a 4 : 
(±1, ±3,0)

46410

Pas congruent: 
𝑆46410 8,2,16 = 256
𝑆46410 8,2,64 = 160

Notre exemple
de ci-dessus :

Le théorème de Tunnell

Soit 𝑛 un nombre entier sans diviseurs carrées et notons 𝑆𝑛(𝑎, 𝑏, 𝑐) le nombre de solutions 
entiers (𝑥, 𝑦, 𝑧) de l’équation 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑧2 = 𝑛. Alors une condition nécessaire pour que 𝑛
soit un nombre congruent est que

𝑆𝑛 2,1,8 = 2𝑆𝑛(2,1,32) si 𝑛 estimpair,
et   𝑆𝑛 8,2,16 = 2𝑆𝑛(8,2,64) si 𝑛 est pair

En plus, cette condition est aussi suffisante si la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie.

34 est congruent (selon BSD) car 8𝑥2 + 2𝑦2 + 16𝑧2 = 34 a 8 solutions 
0, ±3,±1 , (±2, ±1,0) tandis que  8𝑥2 + 2𝑦2 + 64𝑧2 = 34 a 4 : (±2,±1,0). 



Fin

! ?

Merci de votre 
attention !


